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ABSTRACT  

This paper presents an analytical model, based on the beam-on-dynamic Winkler foundation approach, for the 

evaluation of the kinematic stress resultants in single inclined piles subjected to the propagation of seismic waves. 

The Euler-Bernoulli beam model is adopted for the pile whereas analytical solutions available in literature for 

viscoelastic layers undergoing harmonic vibrations of a rigid disk are used for the soil. The coupled flexural and 

axial behaviour of the pile is governed by a system of differential equations, with the relevant boundary conditions, 

that is solved analytically in terms of exponential matrices. The solution for piles embedded in a homogeneous soil 

deposit is presented. Some applications, including comparisons of results with those obtained from rigorous 

boundary element formulations, demonstrate that the model, characterised by a very low computational effort, is 

able to accurately predict stress resultants in inclined piles subjected to seismic loading. 
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ABSTRACT 

Questo lavoro presenta un modello analitico, basato sull’approccio di trave su suolo alla Winkler di tipo dinamico, 

per la valutazione delle sollecitazioni cinematiche in pali singoli inclinati dovute alla propagazione di onde sismiche 

nel terreno. I pali sono modellati con elementi trave di Eulero-Bernoulli e l’interazione con il terreno è colta sfruttando 

soluzioni analitiche disponibili in letteratura relative a strati di materiale viscoelastico soggetti a vibrazioni armoniche 

di dischi rigidi. Il comportamento accoppiato assiale e flessionale del palo è governato da un sistema di equazioni 

differenziali alle derivate totali, con le relative condizioni al contorno, che è risolto, con riferimento al caso del palo 

infisso in un deposito di terreno omogeneo, sfruttando le matrici esponenziali. Alcune applicazioni dimostrano, dal 

confronto dei risultati con quelli ottenuti da formulazioni rigorose agli elementi di contorno, che il modello proposto, 

caratterizzato da un basso onere computazionale, è capace di predire in modo accurato le sollecitazioni che si 

sviluppano in pali inclinati soggetti ad azioni sismiche. 

 

1 INTRODUZIONE 

L’approccio di trave su suolo elastico alla 
Winkler in ambito dinamico è stato largamente 
usato in letteratura per studiare il problema di un 
palo singolo soggetto ad azioni sismiche. Secondo 
questo approccio, l’interazione palo-terreno è colta 
attraverso la definizione di coefficienti di Winkler 
(costanti elastiche e coefficienti di smorzamento) 
che possono essere caratterizzati da un 
comportamento lineare o non lineare. Nonostante 
l’approccio non lineare sia più adatto per 
modellare i fenomeni di interazione palo-terreno 
nel caso di eventi sismici di elevata intensità, gli 
approcci lineari sono spesso preferiti per diverse 
ragioni, la più importante delle quali è la 
possibilità di risolvere il problema nel dominio 
delle frequenze, dove la dipendenza dei fenomeni 
di interazione dalla frequenza può essere 
direttamente inclusa e dove i problemi di 
convergenza possono essere evitati. In questo 
contesto, la definizione di coefficienti di Winkler 
capaci di cogliere la rigidezza dinamica del 
sistema palo-terreno e lo smorzamento 
geometrico, dipendente dalla frequenza, 
costituisce un importante aspetto, dato che questi 
influenzano significativamente sia la risposta 
cinematica che inerziale del sistema terreno-

fondazione (Mylonakis et al. 1997). 
L’approccio lineare di trave su suolo alla 

Winkler è stato largamente usato per studiare la 
risposta di pali verticali soggetti ad azioni 
dinamiche. Per i pali verticali esistono soluzioni in 
forma chiusa ed espressioni semplificate per la 
stima delle rigidezze dinamiche, la risposta 
cinematica ed i massimi momenti flettenti. Al 
contrario, l’applicazione del modello alla Winkler 
ai pali inclinati non è così diffusa in letteratura 
mentre sono più presenti soluzioni che adottano 
formulazioni agli elementi finiti o agli elementi di 
contorno (Gerolymos et al. 2008, Giannakou et al. 
2010, Padrón et al. 2010, Padrón et al. 2015, 
Medina et al. 2014, Dezi et al. 2016). 

Questo lavoro presenta un modello analitico per 
l’analisi delle sollecitazioni cinematiche che si 
sviluppano in pali inclinati soggetti alla 
propagazione di onde sismiche nel terreno. Il 
modello è basato su un approccio di trave su suolo 
elastico alla Winkler e la soluzione analitica del 
problema è derivata assumendo un 
comportamento lineare per i pali e per il terreno. 
Per il palo, avente un’inclinazione generica nello 
spazio, si utilizza il modello di trave di Eulero-
Bernoulli e l’interazione palo-terreno è colta 
definendo impedenze del terreno attraverso 
espressioni disponibili in letteratura e relative alla 
dinamica di strati di materiale viscoelastico 
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soggetti alla vibrazione di dischi rigidi, in 
condizioni piane di deformazione. Il 
comportamento accoppiato assiale e flessionale 
del palo è descritto da un sistema di equazioni 
differenziali alle derivate totali, con le relative 
condizioni al contorno, che è risolto 
analiticamente sfruttando le matrici esponenziali. 
Alcune applicazioni dimostrano, dal confronto con 
risultati di letteratura ottenuti da formulazioni 
rigorose agli elementi di contorno, l’efficienza del 
modello proposto. 

2 MODELLO ANALITICO 

Questa sezione presenta la formulazione 
analitica del problema di un singolo palo di 
inclinazione generica infisso in un terreno 
omogeneo e soggetto agli spostamenti di terreno 
libero derivanti dalla propagazione di onde 
sismiche nel deposito. 

2.1 Cinematica 

Si considera un palo singolo di diametro  e 
lunghezza L infisso con una generica inclinazione 
in un deposito di terreno omogeneo e si definisce 
un sistema di riferimento globale ortonormale 
{0, x, y, z} avente l’origine in superficie del 
deposito e l’asse z orientato verso il basso (Figura 
1). Si introduce quindi un sistema di riferimento 
locale {0, , , } per il palo avente l’asse 
passante per i baricentri delle sezioni trasversali 
del palo. 

Con riferimento ai punti che giacciono sull’asse 
del palo, definita con la frequenza circolare, gli 
spostamenti a profondità z sono descritti dal 
vettore a valori complessi 
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dove il sotto-vettore uh raccoglie le componenti 
orizzontali nelle direzioni x e y. In maniera simile, 
il vettore che descrive il moto di terreno libero uff, 
valutato in corrispondenza dell’asse del palo, è 
partizionato nel sotto-vettore uff,h 
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Sotto l’ipotesi che non si sviluppino gap tra il 
palo ed il terreno durante il moto, gli spostamenti 
del palo sono convenientemente espressi con la 
relazione 

   zgl ;;  Ruu  (3) 

dove R è la matrice di rotazione che permette di 
esprimere gli spostamenti del palo nel sistema di 
riferimento locale a partire dagli spostamenti 
espressi nel sistema globale.  

In accordo al modello di trave di Eulero-
Bernoulli, il campo di spostamenti del generico 
punto della sezione trasversale del palo può essere 
ottenuto dalla 
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dove l’apice denota le derivate rispetto a e a(,) 
è il vettore delle coordinate locali  e  del 
generico punto della sezione trasversale. Il palo 
subisce solamente le deformazioni normali 

         ,;;,,; au tu  (5) 

2.2 Il problema visco-elastico lineare 

Il palo è costituito da un materiale visco-
elastico caratterizzato da un modulo di Young Ep e 
fattore di smorzamento p. Durante il moto il palo 
interagisce con il terreno circostante e le risultanti 
delle reazioni del terreno sono rappresentate da 
forze distribuite lungo il palo. Raggruppando le 
componenti orizzontali delle risultanti delle 
reazioni del terreno nel sotto-vettore rh, e 
definendo con rz la componente verticale, il vettore 
delle forze di interazione terreno-palo risulta 
(Figura 1b) 
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Ipotizzando il terreno costituito da piani (strati 

orizzontali indefiniti di spessore infinitesimo) 

aventi un comportamento visco-elastico, le forze 

di interazione sono date dalla (Figura 1c) 

        zzz gff ;;;  uur  (7) 

dove  è la matrice di impedenza 3x3 del generico 

piano di terreno. La matrice  può essere popolata 

considerando le formule proposte da Dobry et al. 

(1982), Gazetas e Dobry (1984) e Makris e 

Gazetas (1993). Le componenti della matrice   

sono le forze necessarie ad indurre una vibrazione 

armonica unitaria ad un disco rigido posto a 

profondità z. La condizione di equilibrio del palo, 

espressa dal principio di Lagrange-D’Alembert 

che e opportunamente integrata per parti, fornisce 
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Figura 1. (a) Palo infisso nello strato omogeneo; (b) palo soggetto alle forze di interazione palo-terreno e (c) terreno soggetto 
alla propagazione delle onde sismiche nel terreno e alle forze di interazione palo-terreno. 
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dove J ed A sono rispettivamente la matrice di 

inerzia e l’area della sezione trasversale del palo, 

mentre Ep
*=Ep(1+2ip) è il modulo elastico 

complesso del materiale del palo in accordo al 

principio di corrispondenza (Makris 1997). Tenuto 

conto del teorema fondamentale del calcolo 

variazionale, dall’Equazione (8) sono derivate le 

equazioni di bilancio locale  
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e le relative condizioni al contorno 
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Nelle Equazioni (9), AS
ml

ji

,

,

indica segmenti della 

generica matrice A costituiti dal sottoinsieme di 

righe comprese tra i e j ed il sottoinsieme di 

colonne comprese tra l ed m. Le Equazioni (9) 

rappresentano un sistema di equazioni 

differenziali ordinarie a coefficienti costanti le cui 

incognite sono funzioni complesse ul() che 

soddisfano le condizioni al contorno (10) di natura 

statica e cinematica. Al fine di fornire una 

soluzione analitica del sistema (9) si definisce il 

seguente vettore delle funzioni incognite, che 

include anche le derivate di ordine superiore: 

 

110
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Il sistema (9), con le relative condizioni al 

contorno (10), possono quindi riscriversi nella 

forma canonica 
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dove B e D (Appendice I) sono matrici complesse 

che dipendono dalle proprietà meccaniche ed 

inerziali della sezione del palo e dall’impedenza 

degli strati di terreno, mentre  
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sono vettori che dipendono rispettivamente dalle 

forze distribuite di interazione terreno-palo e dai 

carichi concentrati alle estremità del palo.  

L’Equazione (12) costituisce un sistema lineare 

di equazioni differenziali ordinarie a coefficienti 

costanti la cui soluzione è ottenuta sommando la 

soluzione del sistema omogeneo associato ed una 

soluzione particolare che dipende dai carichi 

esterni. Si può dimostrare che tale soluzione può 

essere scritta nella forma 

          d;;; 1
cEEgEx  (16) 

dove E è la matrice esponenziale definita 

attraverso lo sviluppo in serie 

    kk

k k!
 





BE
0

1
;  (17) 

e g è il vettore delle costanti di integrazione che 

deve essere calcolato a partire dalle condizioni al 

contorno (13). L’Equazione (16) è di validità 

generale e la valutazione della soluzione 

particolare richiede che sia nota l’espressione del 

moto del terreno in condizioni di campo libero; in 

questo lavoro gli spostamenti di campo libero sono 

calcolati considerando il problema della 

propagazione monodimensionale di onde di taglio 

e di pressione nella direzione verticale. Gli 

spostamenti di terreno libero sono definiti dalle 

espressioni 
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 (20a,b) 

sono i numeri d’onda complessi associati 

rispettivamente alla propagazione di onde di taglio 

e di pressione, e qh, th, qz e tz sono costanti di 

integrazione che dipendono dalle condizioni al 

contorno (Kramer 1996). Tenendo conto 

dell’Equazione (16) 
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Sostituendo l’Equazione (21) nella (16) si 

ottiene 
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che, per le proprietà delle matrici esponenziali, 

può essere riscritta nella forma 

zhf xxEgx ~~   (25) 

dove 
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sono le soluzioni particolari associate 

rispettivamente alla propagazione 

monodimensionale di onde di taglio e di pressione 

nella direzione verticale.  

Differentemente dai metodi numerici classici, 

come il metodo agli elementi finiti e delle 

differenze finite, questo approccio permette di 

esprimere la soluzione del problema in forma 

analitica; nel caso di un deposito di terreno 

omogeneo la discretizzazione dell’asse del palo 

non è necessaria per ottenere una accurata 

soluzione numerica. 

Una volta determinata la soluzione, le 

sollecitazioni nel palo possono essere ottenute 

dall’espressione 
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con K riportata nell’Appendice I. 

3 APPLICATIONS 

In questa sezione si presentano alcune 
applicazioni al fine di mostrare le potenzialità del 
modello proposto nel cogliere le sollecitazioni 
prodotte in pali inclinati dalla propagazione di 
onde sismiche nel terreno. Per questo scopo, si 
considerano come benchmark alcuni dei risultati 
disponibili in Padron et al. (2015), ottenuti con un 
modello agli elementi di contorno. I parametri 
meccanici e geometrici considerati (in forma 
adimensionale) sono riportati nella Figura 2a; le 
applicazioni sono eseguite considerando pali di 
lunghezza 12 m aventi differenti inclinazioni ( = 
0°, 10°, 20°, 30°), infissi in depositi omogenei di 
terreno caratterizzati da due differenti velocità 
delle onde di taglio (Vs = 250 e 110 m/s). Il modulo 
di Young e la densità del materiale del palo sono 
rispettivamente Ep = 30000 MPa e p = 2.5 t/m3 (si 
considerano pali in calcestruzzo).  

L’azione sismica in superficie del deposito è 
costituita da un accelerogramma artificiale con 
accelerazione di picco al suolo ag = 0.375g, 
compatibile con lo spettro di risposta elastico per 
un terreno di tipo C e fattore di smorzamento 5% 
(Figura 2b). L’azione sismica è applicata nella 
direzione x (Figura 2a). Per queste applicazioni il 
palo non è stato discretizzato ed è stata assunta per 
le onde di pressione sull’intero deposito la velocità 
analoga di Lysmer.  

La Figura 3 mostra gli inviluppi dei valori 
assoluti delle forze di taglio e dei momenti flettenti 
che si sviluppano lungo il palo come conseguenza 
dell’interazione cinematica. 

7.0 ps

20pL

4.0 s

%5 s

500;100sp EE

 x 

z 

Lp 

d = 0.6 m 



y 

y 

0 5 10 15 20 
-0.4 

0.4 

-0.2 

0.2 

a [g] 

t [s] 

(a) 

(b)  
Figura 2. (a) Geometria del palo e (b) input sismico. 
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I risultati ottenuti considerando diverse 
inclinazioni del palo sono riportati con curve di 
colore diverso per entrambi i depositi investigati, 
caratterizzati da rapporti tra i moduli di Young del 
palo e del terreno Ep/Es = 100 (Vs = 250 m/s) e 
Ep/Es = 500 (Vs =  110 m/s). Tenuto conto dello 
scopo delle applicazioni, ovvero la validazione del 
modello proposto, l’azione sismica definita per il 
terreno di categoria C è stata adottata per entrambe 
le tipologie di deposito. 

Inoltre, i risultati di riferimento (benchmark) 
sono riportati con simboli mentre, 
consistentemente con l’approccio adottato, i 
risultati ottenuti con il modello proposto sono 
riportati con linee continue. Per entrambi i terreni, 
le forze di taglio di riferimento sono ben 
riprodotte, indipendentemente dall’angolo di 
inclinazione del palo. Tuttavia, con riferimento al 
rapporto tra i moduli di Young del palo e del 
terreno Ep/Es = 100, si osservano significative 
differenze in prossimità della testa e alla punta del 
palo; in particolare, le forze di taglio di riferimento 
(benchmark) sono maggiori di quelle valutate con 
l’approccio proposto in corrispondenza della testa 
del palo e leggermente minori in prossimità della 
punta.  
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Figura 3. Inviluppo dei massimi assoluti delle (a) forze di 
taglio e (b) dei momenti flettenti lungo il palo. 

Le incoerenze locali in prossimità della testa del 
palo sono probabilmente imputabili alle 
impedenze locali utilizzate per simulare 
l’interazione terreno-palo, basate sull’ipotesi di 
deformazione piana dello strato infinitesimo di 
terreno, che non risultano capaci di cogliere la 
dinamica degli strati superficiali di terreno, 
caratterizzati da un ridotto grado di confinamento 
e dalla propagazione di onde di superficie. Queste 
considerazioni sono confermate dai risultati 
ottenuti nel caso di Ep/Es = 500, ovvero nel caso di 
un deposito di terreno più deformabile, nel qual 
caso le forze di taglio che si sviluppano in 
prossimità della testa del palo sono più simili a 
quelle ottenute con il modello agli elementi di 
contorno. 

Relativamente ai momenti flettenti, i risultati di 
riferimento (benchmark) sono ben riprodotti per 
entrambe le condizioni di suolo (Ep/Es = 100, 500), 
ad eccezione di piccole differenze locali in 
prossimità della testa del palo dove i momenti 
flettenti ottenuti dal modello agli elementi di 
contorno tendono a diminuire, probabilmente in 
conseguenza del minor confinamento esercitato 
dagli strati superficiali di terreno. Come già detto, 
questi effetti non sono colti dal modello proposto 
a meno che non si implementino differenti 
impedenze locali per simulare l’interazione 
terreno-palo, opportunamente calibrate per 
cogliere questi fenomeni.  

Come atteso, le differenze tra i dati di 
riferimento (benchmark) ed i risultati ottenuti con 
il modello proposto si riducono per terreni più 
soffici (Ep/Es = 500). Gli andamenti dei momenti 
flettenti in testa sono consistenti con quelli delle 
forze di taglio. 

La Figura 4 mostra gli inviluppi delle massime 
e minime forze assiali lungo i pali, ottenuti dalle 
diverse applicazioni.  
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Figura 4. Inviluppo delle massime e minime forze assiali 
lungo il palo. 
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Le maggiori differenze tra i valori di 
riferimento e quelli ottenuti con il modello 
proposto sono principalmente osservate, per 
entrambe le tipologie di terreno (Ep/Es = 100, 500), 
nella metà inferiore del palo. 

Da un punto di vista generale, le forze di taglio 
ed i momenti flettenti dovuti alla propagazione 
delle onde sismiche nel terreno si riducono al 
crescere dell’angolo di inclinazione del palo, 
indipendentemente dalla rigidezza del terreno, 
mentre, come atteso, le forze assiali crescono. 

4 CONCLUSIONI 

In questo lavoro è stato presentato un modello 
analitico basato su un approccio alla Winkler in 
campo dinamico per la valutazione delle 
sollecitazioni cinematiche in pali inclinati soggetti  
 

alla propagazione delle onde sismiche nel terreno. 
Il palo è modellato con una trave di Eulero-

Bernoulli avente una generica inclinazione nello 
spazio e l’interazione terreno-palo è colta 
sfruttando soluzioni elastodinamiche disponibili in 
letteratura relative alla vibrazione di dischi rigidi 
in piani viscoelastici. Il problema accoppiato 
assiale e flessionale del palo soggetto agli 
spostamenti del terreno durante eventi sismici è 
stato risolto analiticamente sfruttando le matrici 
esponenziali; questo ha permesso di fornire le 
espressioni analitiche delle sollecitazioni agenti 
lungo il palo. Il modello è caratterizzato da un 
onere computazionale molto minore rispetto a 
quello tipico di approcci agli elementi finiti o agli 
elementi di contorno. 

Sono state eseguite alcune applicazioni 
confrontando i risultati ottenuti con il modello 
proposto con quelli disponibili in letteratura, 
derivanti da formulazioni rigorose agli elementi di 
contorno. I risultati dimostrano che il modello 
proposto è capace, quale che sia l’inclinazione del 
palo, di cogliere le forze di taglio ed i momenti 
flettenti che si sviluppano a seguito 
dell’interazione cinematica con il terreno durante 
un evento sismico (si osservano errori medi di 
circa il 10% rispetto ai risultati di modellazioni 
agli elementi di contorno). Tuttavia, alcune 
inconsistenze locali tra i risultati del modello 

proposto e quelli di riferimento sono state 
osservate alla testa del palo: queste possono essere 
imputate alle funzioni elastodinamiche adottate 
per definire l’impedenza terreno-palo (i.e. 
l’interazione del palo con il terreno). Per quanto 
riguarda le forze assiali, sono state osservate, per 
tutte le condizioni di terreno indagate, maggiori 
differenza tra i risultati del modello proposto e 
quelli di riferimento (comprese nel range del 
25÷30%); queste sono principalmente concentrate 
nella metà inferiore del palo. 
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